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ϦϯΫؔ਺ͷϕΠδΞϯϞσϦϯά

! લͷ஌ࣝΛϞσϧʹ൓өՄೳࣄ
! ֬৴۠ؒΛࢀরՄೳ
! ࣗ਎ͷཁٻʹ߹ΘͤͨϞσϧͷ֦ு͕༰қ
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σʔλͷهड़ɿ෼෍Ϟσϧ

୯७ͳ෼෍Ϟσϧɿσʔλʹର͢Δੑ࣭Λྀͨ͠ߟཧ࿦෼෍ʹΑΔهड़

ྫ
ϙΞιϯ෼෍ɿ୯Ґؒ࣌ʹ͓͚Δ૭ޱ΁ͷ໰͍߹Θͤ݅਺ɾ͋Δ৔ॴͰͷ
ަ௨ൃނࣄੜ݅਺
ϕϧψΠ෼෍ɿίΠϯΛ౤͛ͯදཪͲͪΒ͕ग़Δ͔Λه࿥͢Δ݁ߦࢼՌ

ɹɹԾఆͨ͠෼෍ͷ฼਺Λਪఆ͠ɼਪ࿦Λ͏ߦɻ
ྫ͑͹σʔλ y ͕ 100఺ຬ఺ͷςετಘ఺Ͱ͋Γɼͦͷฏۉ µͷपΓͰ
ਖ਼ن෼෍͍ͯ͠ΔͱԾఆ͢Δɻʢඪ४ภࠩ σʣ

Ϟσϧࣜ͸ yi ∼ Normal(µ,σ), i͸ݸਓΛද͢ (1)

ฏۉ஋΍ඪ४ภࠩͷਪఆ݁Ռ͔Βɼूஂͷੑ࣭Λਪ࿦͢Δ
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଄ͷԾఆߏ

฼਺ʹ͍ͭͯɼؔ࿈͢Δม਺ʹΑΔઢߏܗ଄ΛԾఆ͢Δ͜ͱͰɼσʔλͷ
ΈΔ͜ͱ΋ՄೳࢼͳΔઆ໌΍༧ଌΛߋ

ྫ
σʔλ yi ͕ 100఺ຬ఺ͷςετಘ఺Ͱ͋Γɼઆ໌ม਺ xi ͕ษؒ࣌ڧͰ͋
Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɼظ଴஋ʹର͢Δઢߏܗ଄͸ɼ

yi ∼ Normal(µi,σ), µi = b+ axi (2)

ͱද͞ΕΔɻ͜͜Ͱ b͸੾ยɼa͸܎਺Ͱ͋Δɻ

଄ߏܗϞσϧͰ͸কདྷ৽ͨͳσʔλΛऔಘͨ͠৔߹ɼ౰֘σʔλ͕ઢه্
ʹΑͬͯߏ੒͞ΕΔظ଴஋ (༧ଌ஋)ͷपΓͰਖ਼ن෼෍͢Δ͜ͱ͕Ծఆ͞
ΕΔɻ

੒Γཱͨͳ͍৔߹ʹ͸ (2)ࣜʹΑΔઢߏܗ଄ΛԾఆͰ͖ͳ͍ɻ

5 / 47



ϦϯΫؔ਺Λ༻͍ͨઢߏܗ଄ͷԾఆ

ํ๏
ਖ਼ن෼෍Ҏ֎ͷσʔλʹ͸ɼϦϯΫؔ਺ (link function)ͱݺ͹ΕΔؔ਺Λ
༻͍ͯมͨ͠׵෼෍ͷظ଴஋ʹରͯ͠ઢߏܗ଄ΛԾఆ͢Δɻ

ຊൃදͰ͸σʔλ͕ظ଴஋Ͱ৚͚݅ͮΒΕͨࡍʹɼਖ਼ن෼෍Ҏ֎ʹैͬͯ
͍ΔͱԾఆ͞ΕΔ৔߹ʹɼ෼෍ͷظ଴஋ʹରͯ͠ઢߏܗ଄Λಋೖ͢Δํ๏
Λ঺հ͢Δɻ
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ϕϧψΠ෼෍ͷ৔߹
֬཰͕ҰఆͷԼͰɼ͍ޓʹಠཱͳߦࢼΛ͍ߦɼ݁Ռ͕ 2஋Ͱද͞ΕΔͱ͖ɼ͜ΕΛϕϧψΠ
ͿɻݺՌʹؔ͢Δ֬཰ม਺͕ै͏෼෍ΛϕϧψΠ෼෍ͱ݁ߦࢼͱ͍͍ɼͦͷߦࢼ
ϕϧψΠ෼෍ͷ֬཰ີ౓ؔ਺͸ҎԼ

f(y|θ) = θy(1− θ)1−y , y ∈ {1, 0} (3)

ද 1͸ʮঁੑ͸Ոఉͷ੾Γ੝Γʹ஫ྗ͠ɼࣾձͷӡӦ͸உੑʹ೚ͤΔ΂͖
Ͱ͋Δʯͱ͍͏࣭໰ʹର͢Δɼ2871໊ (உੑ 1305໊ɼঁੑ 1566໊)ͷ
ʮࢍ੒—൓ରʯճ౴σʔλ

ද 1: ʮੑ໾ׂʯσʔλ

1 2 3 4 5 6 7 8 · · · 1304 1305
ඃڭҭ೥਺ 0 0 0 0 1 1 2 2 · · · 20 20
ੑผ உ உ உ உ உ உ உ உ · · · உ உ
൱ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ · · · ൓ ൓

1 2 3 4 5 6 7 8 · · · 1565 1566
ඃڭҭ೥਺ 0 0 0 0 1 3 3 3 · · · 20 20
ੑผ ঁ ঁ ঁ ঁ ঁ ঁ ঁ ঁ · · · ঁ ঁ
൱ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ · · · ൓ ൓

ද 1͸ճ౴ऀͷଐੑ͝ͱʹฒͼସ͑ͨσʔλͷҰ෦Λ͍ࣔͯ͠Δɻࢍ੒Λ
1ɼ൓ରΛ 0ͱͯ͠ѻ͏ͱɼϕϧψΠߦࢼͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
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ʮੑ໾ׂʯ(ϕϧψΠ)σʔλͷʮࢍ൱ʯʹର͠ɼ֤ճ౴ऀͷʮඃڭҭ೥਺ʯ
ʹΑΔઢߏܗ଄ΛԾఆ͠ɼࢍ൱ʹର͢Δઆ໌ΛࢼΈΔɻ(2)ࣜΛԾఆɻ
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ਤ. 1: 2 ஋σʔλ΁ͷઢߏܗ଄ͷ౰ͯ͸Ί݁Ռ

ਤ ଄Λ౰ͯ͸Ίͨ৔߹ͷਪఆ݁Ռߏܗਤ͸ઢࠨ2 ŷ = 0.984− 0.054xi Λɼ
·ͨӈਤ͸ࠩ࢒ yi − ŷi ͷώετάϥϜ͍ࣔͯ͠Δɻ
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ਖ਼ن෼෍ΛԾఆͨ͠৔߹ͷ୯ճؼϞσϧ

yi ∼ Normal(µi,σ), µi = b+ axi (4)

Stanίʔυ

model{
for(i in 1:N){

y[i] ~ normal(b + a * edu[i], sigma);
}

}

ਪఆ݁Ռ

mean ɹ post.sd 2.5% ɹ 97.5%
b 0.984 ɹ 0.031 0.924 ɹ 1.045
a -0.054 ɹ 0.003 -0.059 ɹ 0.049
sigma 0.448 ɹ 0.006 0.437 ɹ 0.459
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ਤ. 2: 2 ஋σʔλ΁ͷઢߏܗ଄ͷ౰ͯ͸Ί݁Ռ

ਤ ҭ೥਺ʯ͝ͱͷਓ਺Λද͍ͯ͠Δɻਪఆڭਤ্Լͷ๮άϥϑ͸ʮඃࠨ2
݁Ռ͔Βʮඃڭҭ೥਺ʯ͕ 19೥Ҏ্ʹͳΔͱɼ༧ଌ஋͕ 0(൓ର)ҎԼͷ஋
ͱͳΔ͜ͱ͕෼͔Δ͕ɼ͜Ε͸ଥ౰ͳ༧ଌ݁Ռͱ͸͍͑ͳ͍ɻࠩ࢒΋ɼظ
଴஋ͷपΓͰσʔλ͕ਖ਼ن෼෍͍ͯ͠Δͱ͸ݟͳͤͳ͍ɻ

ઢߏܗ଄Λ༻͍ͯઆ໌ɼ༧ଌΛ͏ߦʹ͸ɼ·ͣ͸ैଐม਺ͱͳΔσʔλͷ
ੑ࣭Λྀͯ͠ߟɼଥ౰ͳϞσϧΛಛఆ͢Δඞཁ͕͋Δɻ
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ຊྫͷ৔߹͸ظ଴஋Ͱ৚͚݅ͮͨࡍʹϕϧψΠ෼෍ʹै͏͜ͱΛԾఆ͢Δ
ͨΊɼϞσϧ͸ҎԼͱͳΔɻ

yi ∼ Bernoulli(θi), θi = b+ a× xi, 0 ≤ θ ≤ 1 (5)

2஋ͷճ౴݁Ռ͸ճ౴ऀ i͝ͱʹ฼਺ θi Λ΋ͭϕϧψΠ෼෍ʹै͓ͬͯ
Γɼθi ʹରͯ͠ઢߏܗ଄ΛԾఆ͠ɼʮࢍ൱ʯͷ֬཰ʹର͢Δઆ໌ΛࢼΈΔ
Ϟσϧɻ࣮ࡍʹ͸ɼઢߏܗ଄෦෼͸ θi = ੾ย b+܎਺ a×ඃڭҭ೥਺i ͱ
ͳΔɻ

͔͠͠ɾɾɾ
θi ͸ 0͔Β 1ͷൣғͰͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ͨΊɼ͜ͷ··Ͱ͸ (5)ࣜ΋ θͷ
଄ͱͯ͠༻͍Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍ɻߏ
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଄ͷϦϯΫߏܗ଴஋ͱઢظ

yi ͷظ଴஋ E[yi] = µyi ʹ͍ͭͯɼ͋Δม׵ g(·)Λͨ͠ࢪ g(µyi)ʹઢܗ
଄ߏ

g(µyi) = b+ axi (6)

ΛԾఆ͢Δ 1ɻม׵ͷͨΊͷؔ਺ g(·)ʹ͸ؔٯ਺

µyi = g−1(b+ axi) (7)

͕ଘ͢ࡏΔ΋ͷͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɼม׵ g(·)͸ϦϯΫؔ਺ͱݺ͹ΕΔɻϦ
ϯΫؔ਺ʹ͸͍͔ͭ͘ͷछྨ͕͋Γɼσʔλͷੑ࣭ʹґͬͯదٓબ୒͢
Δ 2ɻ

1಺෦ʹԾఆ͢Δߏ଄͕ઢܗͳͷͰ͋ΓɼϞσϧશମʹઢੑܗΛԾఆ͢ΔΘ͚Ͱ͸ͳ͍ɻ
2ϦϯΫؔ਺ͷ؍఺͔Β͸ɼظ଴஋Ͱ৚݅෇͚ΒΕͨ y ͕ਖ਼ن෼෍ʹै͍ͬͯΔ৔߹ɼµyi

ʹର͢Δઢߏܗ଄͸ɼg(·)ͱͯ͠߃౳ม׵ µyi = b+ axi Λબ୒͍ͯ͠Δ΋ͷͱݟͳͤΔɻ
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଴஋Ͱ৚݅෇͚ΒΕͨظ yi ͕ϕϧψΠ෼෍ʹै͏৔߹ɼµyi = θi ͷϦϯ
Ϋؔ਺ͱͯ͠ϩδοτ (logit)ม׵Λ༻͍Δ͜ͱ͕Մೳɻ
ม͞׵Εͨ θi ͱઢߏܗ଄͸

logit(θi) = log

(
θi

1− θi

)
= b+ axi, 0 ≤ θ ≤ 1 (8)

ͱ࿈݁͞ΕΔɻϩδοτʹ͍ͭͯؔٯ਺ΛͱΔͱ (ϩδεςΟοΫ
(logistic)ม׵)ɼ

θi =
1

1 + exp(−(b+ axi))
(9)

ͱͳΓɼθi ͕ϩδεςΟοΫؔ਺Ͱද͞ΕΔɻ͢ΔͱϞσϧࣜ͸ҎԼʹද
͞ΕΔɻ

yi ∼Bernoulli(θi) (10)

θi =
1

1 + exp(−zi)
=

exp(zi)

1 + exp(zi)
, zi = b+ a×ඃڭҭ೥਺i (11)

StanͰ͸ϕϧψΠ෼෍ͱϩδοτϦϯΫؔ਺͕ηοτʹͳͬͨαϯϓϦ
ϯάؔ਺͕༻ҙ͞Ε͍ͯΔɻ
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(10)ࣜɼ(11)ࣜ͸ Stanίʔυͷ modelϒϩοΫ಺ͰɼҎԼͱ͢Δɻ

for(i in 1:N){ //N͸ਓ਺Λද͢
y[i] ~ bernoulli_logit(b + a1 * edu[i]);

}

ϋϛϧτχΞϯɾϞϯςΧϧϩ (HMC)๏ʹΑΓɼαϯϓϦϯάճ਺
11000ճɼόʔϯΠϯؒظΛ 1000ճɼνΣʔϯ਺Λ 5ͱ͠ɼ50000ݸͷ
ɻͨͬߦඪຊΛ༻͍ͯਪଌΛޙࣄ

ද 2: ਪఆ݁Ռ

EAP post.sd 2.5% 97.5%
b 2.513 0.182 2.161 2.872
a1ʮඃڭҭ೥਺ʯ -0.271 0.016 -0.302 -0.241

ճ܎ؼ਺ͷ EAPਪఆ஋͔Βɼճ౴ऀͷڭҭ೥਺͕௕͘ͳΔ΄Ͳɼੑ໾ׂ
ʹؔ͢Δ౰࣭֘໰ʹ൓ରͷཱ৔ΛͱΔڧ͕޲܏·Δ͜ͱ͕ࣔࠦ͞Εͨɻ
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ද 3: ਪఆ݁Ռ

EAP post.sd 2.5% 97.5%
b 2.513 0.182 2.161 2.872
a1ʮඃڭҭ೥਺ʯ -0.271 0.016 -0.302 -0.241
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ਤ. 3: 2 ஋σʔλ΁ͷϦϯΫؔ਺Λ༻͍ͨઢߏܗ଄ͷ౰ͯ͸Ί݁Ռ

ճ܎ؼ਺ͷ EAPਪఆ஋͔Βɼճ౴ऀͷڭҭ೥਺͕௕͘ͳΔ΄Ͳɼੑ໾ׂʹؔ͢Δ
౰࣭֘໰ʹ൓ରͷཱ৔ΛͱΔڧ͕޲܏·Δ͜ͱ͕ࣔࠦ͞Εͨɻ
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෇࿥ʢϦϯΫؔ਺ʣɿϙΞιϯ෼෍

͋ΔҰఆ࣌ ʢؒ୯Ґؒ࣌ʣʹ ͓͚Δࣄ৅ͷൃੜ݅਺Λهड़͢ΔͨΊʹ͘޿ར༻͞Ε͍ͯΔ෼෍

ϙΞιϯ෼෍ͷ֬཰ີ౓ؔ਺ɿɹ f(y|λ) =
exp(−λ)λy

y!
, λ ≥ 0 (12)

y ͸ൃੜ݅਺ɼλ͸ฏۉͰ͋ΔɻϙΞιϯ෼෍͸ͨͩ 1ͭͷ฼਺ λʹΑͬͯಛ௃͚ͮΒΕΔɻ

ද 4: ʮେ௎ϙϦʔϓʯσʔλ
਺ݸ y 63 2 28 17 61 1 7 15 44 25
ॲ۰ treat 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1
೥ྸ age 20 16 18 22 13 23 34 50 19 17
਺ݸ y 3 28 10 40 33 46 50 3 1 4
ॲ۰ treat 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
೥ྸ age 23 22 30 27 23 22 34 23 22 42

ॲ۰ɿༀ = 1ɼϓϥηϘ = 0

ද 4͸ 20໊ͷ࣮ࢀݧՃऀ 3 Λༀޮ܈ྍ࣏ 4 ͱϓϥηϘ܈ͱʹ෼͚ɼ12Χ݄ޙͷେ௎ϙϦʔ
ϓͷൃੜݸ਺Λܭଌͨ͠Χ΢ϯτσʔλΛ͍ࣔͯ͠Δ 5ɻ

3ϙϦʔϓ͕ଟൃ͢ΔՈ଒ੑେ௎થज঱ (familial andenomatous polyposis)ऀױɻ
4ༀ͸ඇεςϩΠυੑ߅Ԍ঱ༀ (non-steroidal anti-inflammatory drug)ɻ
5Rύοέʔδ HSAURʹؚ·ΕΔσʔληοτ polypsΛݩʹ͍ͯ͠Δ
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଴஋Ͱ৚݅෇͚ΒΕͨΧ΢ϯτσʔλظ yi ͷഎޙʹϙΞιϯ෼෍ΛԾఆ
͠ɼظ଴஋ λi ͱઢߏܗ଄ΛϦϯΫͤ͞ΔɻJ ͷઆ໌ม਺ݸ xj Λ༻͍ͯ λi

ʹઢߏܗ଄ λi = b+ a1xi1 + · · ·+ aJxiJ Λಋೖɻ
ͨͩ͠ɼϙΞιϯ෼෍ͷఆٛΑΓɼλ ≥ 0Ͱ͋ΔͨΊࠨลͷઢߏܗ଄෦෼
΋ඇෛͷ஋ΛͱΔඞཁ͕͋ΔɻϙΞιϯ෼෍ͷ৔߹ɼϦϯΫؔ਺ͱͯ͠ର
਺ log(λ)΍ฏํࠜ

√
λΛϦϯΫؔ਺ͱͯ͠༻͍Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

͜͜Ͱ͸ʮେ௎ϙϦʔϓʯσʔλʹରͯ͠ର਺ϦϯΫؔ਺Λ༻͍ͯϞσϧ
ԽΛ͏ߦɻ

yi ∼Poisson(λi) (13)
log(λi) =b+ a1agei + a2treati,λi = exp(b+ a1agei + a2treati) (14)

(13)ࣜͰ͸େ௎ϙϦʔϓͷൃੜ਺͕ฏۉ λi(i = 1, · · · , N)ʹै͓ͬͯΓɼ
͞Βʹฏۉͷର਺ʹରͯ͠ม਺ʮ೥ྸʯͱʮॲ۰ʯʹΑΔઢߏܗ଄͕͋Δ
͜ͱΛԾఆ͢Δɻb, a1, a2 ͸ͦΕͧΕ੾ย߲ɼʮ೥ྸʯͷ܎਺ɼʮॲ۰ʯͷ
਺Λද͍ͯ͠Δɻ܎
ʮॲ۰ʯ͸ɼϓϥηϘ܈ʹॴଐ͢Δऀྗڠͷ৔߹͸ 0Ͱ͋ΔͨΊɼ(14)ࣜ
ͷදݱͰ͸ɼୈ 3߲ a2 × treati ͕ফ͑ɼ੾ยͱʮ೥ྸʯʹؔ͢Δ܎਺ͷΈ
Δ͜ͱʹ஫ҙɻ࢒͕
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(13)ࣜΛ StanͰ͸ modelϒϩοΫʹ͓͍ͯɼҎԼͷΑ͏ʹهड़ɻ

for(i in 1:N){
y[i] ~ poisson_log(b + a1 * age[i] + a2 * treat[i]);

}

ද 5: ʮେ௎ϙϦʔϓʯσʔλਪఆ݁Ռ

EAP post.sd 95%Լଆ 95%্ଆɹ
b 4.532 0.147 4.245 4.820
a1ʮ೥ྸʯ -0.039 0.006 -0.051 -0.027
a2ʮॲ۰ʯ -1.366 0.118 -1.600 -1.140

a1 ͸ෛͷ஋ −0.039[−0.051,−0.027]Λ͍ࣔͯ͠Δɻ·ͨɼa2 ͷ EAPਪ
ఆ஋͸ −1.366[−1.600,−1.140]ͱͳΓɼ༧ଌ஋ʹରͯ͠ɼༀޮྍ࣏ʹ
ΑͬͯɼϓϥηϘ܈ΑΓ΋ϙϦʔϓൃੜݸ਺Λ཈͑Δ͜ͱ͕෼͔Δɻ
Ո଒ੑେ௎થज঱ʹΑͬͯൃੜ͢Δେ௎ϙϦʔϓ͸์ஔ͢ΔͱՃྸͱͱ΋
ʹେ௎͕ΜൃੜϦεΫ͕ߴ·Δ͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔɻϙϦʔϓൃੜΛༀʹ
Αͬͯ཈͑Δ͜ͱ͸ྍ࣏ͷҰ؀ͱͯ͠༗ޮͰ͋ΔՄೳੑɻ
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෇࿥ʢϦϯΫؔ਺ʣɿෛͷ 2߲෼෍

͋Δߦࢼճ਺தʹԿճɼ͕ߦࢼ੒ޭ͔ͨ͠͸͠͹͠͹ 2߲෼෍Ͱۙ͞ࣅΕΔɻҰํͰɼ੒ޭ
͢Δ·ͰߦࢼΛଓ͚Δ΋ͷͱͯ͠ɼ੒ޭ·Ͱͷࣦഊճ਺Λه࿥͢Δ৔߹Λ͑ߟΔɻ͜ͷͱ͖ɼ
ࣦഊճ਺͸ෛͷ 2߲෼෍ʹै͍ͬͯΔ΋ͷͱݟͳͤΔɻෛͷ 2߲෼෍ʹ͸͍͔ͭ͘ͷఆࣜԽ
͕͋Δ͕ɼ͜͜Ͱ͸ µͱ φͷ 2ͭͷ฼਺ʹΑͬͯද͞ݱΕΔ֬཰ີ౓ؔ਺Λ࠾༻͢Δɻ

f(y|µ,φ) =
(

y + φ− 1
y

)(
µ

µ+ φ

)y (
φ

µ+ φ

)φ

, µ ≥ 0,φ ≥ 0 (15)

y ͸ࣦഊճ਺Λද͍ͯ͠Δɻy ͷฏۉ͸ µɼ෼ࢄ͸ µ+ (µ2/φ)ʹΑͬͯද͞ΕΔɻ
ද 6ʹɼ1౓ୁั͞Εͨਓ෺ 110໊ʹ͍ͭͯɼऍ์͞Ε͔ͯΒ࠶౓ୁั͞ΕΔ·ͰͷؒظΛ
ि୯ҐͰه࿥ͨ͠σʔλ େ࠷) 50ि)Λࣔͨ͠ 6ɻ·ͨɼ౰֘ਓ෺ʹؔͯ͠ɼʮࡒ੓ԉॿͷ༗
ແʯɼʮ഑ऀۮͷ༗ແʯ͓Αͼʮඃڭҭྺʯ΋͍ࣔͯ͠Δɻʮඃڭҭྺʯ͸ΞϝϦΧʹ͓͚Δڭ
ҭγεςϜʹ͍ͨͮجΧςΰϦ෼͚͕ͳ͞Ε͓ͯΓɼ5ஈ֊ʹ෼͚ΒΕ͍ͯΔɻ0ɿ6೥ੜҎ
Լ (খֶߍ૬౰)ɼ1ɿ7೥ੜ͔Β 9೥ੜ (தֶߍ૬౰)ɼ2ɿ10೥ੜ͔Β 11೥ੜ ɼ(૬౰ߍߴ)
3ɿ12೥ੜ ɼ4ɿେֶҎ্ɻ(૬౰ߍߴ)

6Rύοέʔδ GlobalDevianceʹؚ·ΕΔ RossiσʔλΛݩʹ͍ͯ͠Δɻݩσʔλ͸
432໊Λ 52िʹ౉ͬͯ௥੻ௐࠪͨ͠σʔλͰ͋ΔɻຊઅͰ͸࠶൜Λ͠ͳ͔ͬͨਓ෺ (ଧͪ੾
Γσʔλ)ʹؔͯ͠͸ɼσʔλ͔Βআ͍ͨɻ
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ද 6: ʮ࠶൜ʯσʔλ

ม਺ \ ਓݸ 1 2 3 4 5 6 · · · 110
ؒظ൜·Ͱͷ࠶ (ि)y 20 17 25 23 37 25 · · · 12
੓ԉॿͷ༗ແࡒ x1 0 0 0 0 0 0 · · · 1
഑ऀۮͷ༗ແ x2 0 0 0 1 0 0 · · · 1
ඃڭҭྺ x3 3 4 3 4 3 4 · · · 4

͜͜Ͱ͸࠶౓ୁั͞ΕΔ·Ͱͷि͕ظ଴஋Ͱ৚݅෇͚ΒΕͨࡍʹෛͷ 2߲
෼෍ʹै͍ͬͯΔ΋ͷͱԾఆɻ·ͨɼϦϯΫؔ਺ͱͯ͠ର਺ؔ਺ΛԾఆ͠ɼ
ʮࡒ੓ԉॿͷ༗ແʯͱʮ഑ऀۮͷ༗ແʯɼʮඃڭҭྺʯΛ༻͍ͯઢߏܗ଄Λ

yi ∼NegativeBinomial(µi,φ) (16)
log(µi) =b+ a1x1i + a2x2i + a3x3i (17)

ͷΑ͏ʹԾఆ͢Δɻ(16)͔ࣜΒ (17)ࣜΛ StanͰ͸ modelϒϩοΫ಺Ͱ
ҎԼͷΑ͏ʹදݱ 7ɻ

for(i in 1:N){
y[i] ~ neg_binomial_2_log(b + a1*x1[i] + a2*x2[i] + a3*x3[i], phi);

}

7(15)ࣜʹ͍ͭͯɼStanͰ͸ neg_binomial_2ͱ͍͏αϯϓϦϯάؔ਺͕༻ҙ͞Ε͍ͯ
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ϓϨʔτදݱ

! ϕΠδΞϯϞσϦϯάͰ͸ɼϞσϧ͸਺ࣜΛ༻͍ͯද͞ݱΕΔɻ
! Ϟσϧ͕ෳࡶʹͳΔͱɼ฼਺΍ม਺ؒͷ͕ܨΓͷ೺Ѳ͕೉͘͠ͳΔɻ
! ϓϨʔτදݱ (plate notation)ͱݺ͹ΕΔํ๏ʹΑͬͯϞσϧΛਤࣔ
͢Δ͜ͱͰɼϞσϧ಺ͷσʔλੜ੒աఔΛ֮ࢹతʹ೺Ѳ͠΍͘͢ͳΔ
ʢάϥϑΟΧϧϞσϧ (graphical model)ʣͱ΋ݺ͹ΕΔʣɻ

ϓϨʔτදݱͰ͸ɼϊʔυ (node)ͱݺ͹ΕΔه߸ʹΑͬͯม਺Λද͠ɼ
ϊʔυؒΛ໼ҹͰ͙͜ܨͱͰɼσʔλͷੜ੒աఔΛද͢ݱΔɻ·ͨɼϓ
Ϩʔτͱݺ͹ΕΔؙ͕͍֯௕ํܗʹΑͬͯϊʔυͷ·ͱ·ΓΛද͢ɻ

θi pij

bj

yij

ਓ i

߲໨ j

bj ∼Normal(0, 2) (18)
θi ∼Normal(0, 1) (19)

pij =
1

1 + exp(θi − bj)
(20)

yij ∼Bernoulli(pij) (21)

ຊൃදͰ͸ม਺ͷঢ়ଶ͝ͱʹϊʔυΛ࣍ͷεϥΠυͷΑ͏ʹද͢ݱΔɻ
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ϊʔυ ม਺ͷঢ়ଶ ྫ༺࢖

࿈ଓత͔ͭજࡏతͳม਺ ࿈ଓతͳ฼਺ɿਖ਼ن෼෍ͷฏۉ

཭ࢄత͔ͭજࡏతͳม਺ ཭ࢄతͳ฼਺ɿτϐοΫϞσϧʹ͓͚
ΔʮτϐοΫʯ

࿈ଓత͔ͭࡏݦతͳม਺ ࿈ଓతͳσʔλ (΍ֹۚؒ࣌)

཭ࢄత͔ͭࡏݦతͳม਺ ཭ࢄతͳσʔλ (ঢ়ଶ΍ॱংσʔλ)

࿈ଓత͔ͭੜ੒ྔ ϞσϧதͰม਺ͷঢ়ଶʹԠͯ͡ੜ੒͞
ΕΔ࿈ଓྔɿྫ͑͹֬཰ɻੜ੒ޙɼ฼
਺ͱͯ͠༻͍ΒΕΔ৔߹΋͋Δɻ

཭ࢄత͔ͭੜ੒ྔ ϞσϧதͰม਺ͷঢ়ଶʹԠͯ͡ੜ੒͞
ΕΔࣔࢦม਺ͷ஋ɻੜ੒ޙɼ฼਺ͱ͠
ͯ༻͍ΒΕΔ৔߹΋͋Δɻ
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ਤ. 4: ϓϨʔτදݱʹ͓͚Δม਺ͷঢ়ଶʹԠͨ͡ϊʔυܗঢ়

߲໨൓Ԡཧ࿦ʹ͓͚Δ 1฼਺ϩδεςΟοΫϞσϧͷදݱ

θi pij

bj

yij

ਓ i

߲໨ j

bj ∼Normal(0, 2) (22)
θi ∼Normal(0, 1) (23)

pij =
1

1 + exp(θi − bj)
(24)

yij ∼Bernoulli(pij) (25)
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߲໨൓Ԡཧ࿦ʹ͓͚Δ 1฼਺ϩδεςΟοΫϞσϧΛ͑ߟΔɻ
߲໨ʹର͢Δਖ਼ޡ 2஋σʔλʹରͯ͠ϕϧψΠ෼෍ΛԾఆ͠ɼߋʹϕϧψ
Π෼෍ͷਖ਼౴֬཰͕ϩδεςΟοΫؔ਺Λ௨ͯ͡ੜ੒͞ΕΔϞσϧΛ͑ߟ
ΔɻϞσϧͷ਺ࣜʹΑΔද͕ݱ (22)͔ࣜΒ (25)ࣜʹ౰ͨΔɻ͜͜Ͱ͸
(25)͔ࣜΒ਺ࣜΛ૎ΓͭͭɼϓϨʔτදݱΛ֬ೝ͍ͯ͘͠ɻ

·ͣɼճ౴ऀ iͷ߲໨ j ʹର͢Δσʔλ yij ͸཭ࢄతͳ 0–1ม਺Ͱ͋Δͨ
Ίɼ࢛֯ϊʔυ͔ͭ໢ֻ͚͕͞ࢪΕΔɻyij ͷഎޙʹ͸฼਺ pij Λ΋ͭϕ
ϧψΠ෼෍͕Ծఆ͞Ε͍ͯΔɻ

ʹ࣍ pij ͸߲໨ j ʹؔ͢Δ฼਺ bj ͱճ౴ऀ iʹؔ͢Δ฼਺ θi Λ΋ͭϩδ
εςΟοΫؔ਺Λ௨ͯ͡ੜ੒͞ΕΔɻpij ͸࿈ଓతͳੜ੒ྔͰ͋ΔͨΊೋ
ॏؙϊʔυͰද͞ݱΕΔɻੜ੒ྔ͸਺্ࣜͰ͸Πίʔϧ (=)Ͱද͞Ε͍ͯ
Δ͜ͱʹ஫ҙ (จݙʹΑͬͯ͸਺্ࣜͰ໼ҹΛ༻͍ͯɼpij ← 1

1+exp(θi−bj)

ͱද͢৔߹΋͋Δ)ɻ
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ɼ(24)ࣜதͷ฼਺ʹޙ࠷ bjɼθi ͸જࡏతͳ࿈ଓม਺Ͱ͋ΔͨΊɼനൈ͖ͷ
ؙϊʔυͰද͞ΕΔɻ͜͜Ͱɼࣄલ෼෍ͱͯ͠Ծఆ͞Ε͍ͯΔਖ਼ن෼෍ͷ
฼਺͸ϓϨʔτදݱதʹݱΕͳ͍఺ʹ஫ҙɻ΋͜͠ΕΒͷਖ਼ن෼෍ͷฏۉ
΍෼ࢄΛະ஌฼਺ͱͯ͠ද͢৔߹ʹ͸ɼ͞ΒʹରԠ͢Δϊʔυ͕௥Ճ͞
ΕΔɻ

! ֤ϊʔυ಺ʹ͸ରԠ͢Δม਺໊͕͞هΕ͍ͯΔɻ
! ϊʔυؒ͸σʔλੜ੒աఔʹ͓͚Δؔ܎Λྀͨ͠ߟ໼ҹͰ͕ܨΓ͕ࣔ
͞ΕΔɻ

! ·ͨɼม਺ؒͷఴ͑ࣈʹԠͯ͡ɼؙ͕͍࢛֯֯ (ϓϨʔτ)Ͱϊʔυ
͕ғ·ΕΔɻ

! ϓϨʔτ͸ StanίʔυதͰͷ forจॲཧʹରԠ͍ͯ͠Δɻ
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BARTϞσϧ

Balloon Analogue Risk TaskʢLejuez, Read, Kahler, Richards, Ramsey, &
Stuart, 2002ʣ

ϦεΫςΠΩϯάߦಈͷݸਓࠩΛɼߦಈύϑΥʔϚϯεͷ؍఺͔Βݕ౼͢
ΔͨΊͷ࣮ݧɾ෼ੳख๏ͷҰͭ

ϦεΫͷଘࡏɿ
ަ௨ނࣄ΍පؾɾࣗવ֐ࡂ

ϦεΫΛ൐͏ߦಈɿ
৴߸ແࢹɾࠐ͚ۦΈ৐ंɾύνϯίɾڝഅͳͲͷౌ͚ࣄɻόϯδʔδϟϯ
ϓɾϩοΫΫϥΠϛϯάͳͲͷ๯ݥతͳߦಈɻ

ϦεΫͷೝ஌ͷ༗ແͱ͸ແؔ܎ʹϦεΫΛ͢ߦ׶Δߦಈͷ͜ͱΛɼϦεΫ
ςΠΩϯάͱ͍͏ (৿ઘɾӓҪɾதҪ, 2010)ɻϦεΫςΠΩϯάߦಈ޲܏
Λଌఆ͢ΔͨΊʹɼ͜Ε·Ͱ࣭໰ࢴΛར༻ͨ͠ई౓࡞੒͕ɼ࡚ࣉɾԘݟɾ
ຊɾฏԬ؛ (1987)΍খԘ (2001)΍৿ઘΒ (2010)ʹΑͬͯߦΘΕ͖ͯͨɻ
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-%./-0&123456)78
ਤ. 5: Balloon Analogue Risk Task(BART)

BARTͰ͸ɼPCͷը໘্Ͱ෩ધΛ๲Β·ͤΔͱ͍͏՝୊Λ࣮ࢀݧՃऀʹ
΋Β͏ɻͯͬߦ

! Ճऀ͸෩ધΛ๲Β·ͤΔ͔ɼ෩ધͷେ͖͞ʹԠ͡ࢀɼ͍͓ͯʹߦࢼ֤
ֹͨۚ΍ϙΠϯτΛ֫ಘ͢Δ͔ͷͲͪΒ͔Λબ୒͢Δɻ

! ෩ધ͸ɼ๲Β·ͤΕ͹๲Β·ͤΔ΄ͲಘΒΕΔֹۚɾϙΠϯτ͸૿͑
͍͕ͯ͘ɼ͋ΔҰఆͷେ͖͞Λ௒͑Δͱ෩ધ͸ഁ྾͢Δɻ

! ෩ધ͕ഁ྾ͨ͠৔߹͸ɼͦͷߦࢼͰಘΒΕΔֹۚ΍ϙΠϯτ͸θϩʹ
ͳΔɻͦͷ఺ʹؾΛ͚ͭͭͭɼͳΔ΂͘ଟ͘ͷֹۚ΍ϙΠϯτΛ֫ಘ
Ͱ͖ΔΑ͏ࣔ͠ڭɼ࣮ݧΛ͏ߦɻ
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ද 7: BARTͷߦࢼͰಘΒΕΔσʔλྫ

ճ ਺

1 2 3 4 5 6 · · · 16
1 0 0 0 1 – – · · · –
2 0 0 0 0 0 – · · · –

ࢼ 3 0 0 0 0 0 0 · · · –
ߦ 4 0 0 0 0 0 1 · · · –

...
...

30 0 0 0 0 1 – · · · –

ද 7͸ɼҰਓͷࢀՃऀ͕ Ճͯ͠ಘΒΕͨσʔλྫɻࢀʹݧͷ࣮ߦࢼ30
! ରԠ͠ɼ0͕෩ધΛ๲Β·ͤͨ͜ͱΛɼ1ֹ͕ۚ΍ϙʹߦࢼ֤͕ߦ֤
ΠϯτΛ֫ಘͨ͜͠ͱΛද͢ɻ

! ὎σʔλͷ ໨ߦࢼ1 ɼ0͕͍͓ͯʹ(໨ߦ1) 3ͭଓ͍ͨޙʹ 1͕͋Δ
ͷͰɼ3ճ๲Β·ͤͨޙʹɼֹۚɾϙΠϯτΛ֫ಘɻ

! ໨ߦࢼ2 ͸ɼ0͕(໨ߦ2) 5ͭଓ͍͓ͯΓ 1͕ग़͖͍ͯͯͳ͍ɻ
! ὎ 4ճ๲Β·ͤͨޙʹɼ5ճ໨΋๲Β·ͤΑ͏ͱ͕ͨ͠ɼഁ྾ͨ͜͠ͱ
Λද͢ɻ

͜ͷࡍɺ֫ಘֹۚ΍ϙΠϯτ͸θϩͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
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ϞσϧԽ 1

BARTϞσϧͰ͸ɼ

j ճ໨ͷߦࢼʹ͓͚Δ k ճ໨ͷ൑அ djk

djk =

{
0 ෩ધΛ๲Β·ͤΔ
1 ϙΠϯτΛ֫ಘ͢Δ

(26)

ΛɼϕϧψΠ෼෍Λར༻ͯ͠ϞσϧԽ͢Δɻ

! Wallsten, Pleskac,& Lejuez(2005)͸ Lejuez et al.(2002)Λ֦ுͯ͠ɼ
ೝ஌աఔΛྀͨ͠ߟ BARTϞσϧΛఏҊ

! Wallsten et al.(2005)Ͱ͸ ͷϞσϧ͕঺հ͞Ε͍ͯΔɻݸ10
! ͜͜Ͱ͸ɼʮϦεΫςΠΩϯά޲܏ʯͱʮߦಈͷҰ؏ੑʯͱ͍͏ 2ͭ
ͷ฼਺ΛऔΓೖΕͨൺֱత୯७ͳϞσϧΛѻ͏ɻ
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2ͭͷ฼਺
! ͦΕͧΕϦεΫςΠΩϯά޲܏Λද͢ γ(γ > 0)ͱɼߦಈͷҰ؏ੑΛද͢

β(β > 0)Ͱ͋Δɻ

෩ધͷഁ྾֬཰ p

! ෩ધΛ๲Β·͍ͤͯͬͨࡍʹഁ྾͢Δ֬཰Λ pͱ͠ɼ֤ߦࢼͰҰఆɻ
! Ճऀʹ͸ഁ྾͢Δ֬཰ࣗମ͸఻͑ͳ͍͕ɼҰఆͰ͋Δ͜ͱ͸આ໌͢Δɻࢀ

ύϯϓճ਺ͷ্ݶ
! ύϯϓճ਺ͷ্ݶ͸ࢀՃऀʹ͸఻͑ͳ͍ɻ

͜͜Ͱɼ

๲Β·ͤΔճ਺͏ࢥదͩͱ࠷Ճऀ͕ࢀ (ύϯϓճ਺)ω ͸ɼഁ྾֬཰ pͱϦ
εΫςΠΩϯάͷ޲܏Λද͢ύϥϝλ γ ʹΑܾͬͯఆ͞ΕΔͱԾఆ͠ɼ

ω = −γ/ log(1− p) (27)

ͱఆࣜԽ͢Δɻ
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!

" #

ਤ. 6: γ ͱ p ͷมԽͤͨ͞ͱ͖ͷ ω ͷ஋

γ ͷ஋͕େ͖͘ͳΔʹͭΕɼ·ͨɼpͷ஋͕খ͘͞ͳΔʹͭΕͯɼ࠷దͩ
ͱ͏ࢥύϯϓճ਺ ω ͸େ͖͘ͳΓɼϦεΫΛΑΓ௥͢ٻΔ͜ͱ͕෼͔Δɻ
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ϞσϧԽ 2

j ճ໨ͷߦࢼʹ͓͚Δ k ճ໨ͷ൑அ (๲Β·ͤΔ͔ɼϙΠϯτ֫ಘ͢Δ͔)
͸ɼࢀՃऀ͕෩ધΛ๲Β·ͤΔ֬཰ θjk ʹΑܾͬͯ·Δͱ͑ߟΔɻ

j ճ໨ͷߦࢼʹ͓͚Δ k ճ໨ͷ൑அͷ֬཰ θjk ͸ɼ࠷దͳύϯϓճ਺ ω ͱ
ੑ؏ಈͷҰߦՃऀͷࢀ β Λ༻͍ͯϩδεςΟοΫؔ਺ʹΑΓఆࣜԽΛ
ɻ͏ߦ

θjk =
1

1 + exp{β(k − ω)} (28)

β ͸࠷దͳύϯϓճ਺ ω ෇ۙʹ͓͚Δ๲Β·ͤΔ͔Ͳ͏͔ͷܾఆͷҰ؏ੑ
Λද͢฼਺

β = 0ͷͱ͖ʹɼͲͷճʹ͓͍ͯ΋ θjk = 0.5ͱͳΓɼճΛॏͶͯ΋๲Β
·ͤΔ͔Ͳ͏͔͸ৗʹޒ෼ޒ෼Ͱ൑அ͢Δ͜ͱʹͳΔɻβ ͷ஋͕େ͖͘ͳ
Δͱɼ࠷దͳύϯϓճ਺ ω ෇ۙʹ͓͍ͯɼ๲Β·ͤΔ͔Ͳ͏͔ͷ൑அ֬཰
มԽ͢Δɻʹܹٸ͕
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!
!"

1 # !
!"

$ % 0.5, 1.0, 1.5

* % 0.5, 1.0, 2.0 , % 0.2, 0.5, 0.8

0.5 1.0 1.5

0.5
1.0

2.!

0.2

0.5

0.8

!
!"
!1 # !

!"

ਤ. 7: ֤฼਺ʹΑΔࢀՃऀ͕๲Β·ͤΔ֬཰ θjk ͷҧ͍ (ॎ࣠ɿθjkɼԣ࣠ɿk)
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ਤ 7ɿϦεΫςΠΩϯά޲܏Λද͢ γɼߦಈͷҰ؏ੑΛද͢ βɼ෩ધ͕ഁ
྾͢Δ֬཰ pΛมԽͤͨ͞ࡍʹɼࢀՃऀ͕෩ધΛ๲Β·ͤΔ֬཰ θjk ͕Ͳ
ͷΑ͏ʹมԽ͢Δ͔Λࣔͨ͠ਤɻ

֤ਤͷԣ࣠͸ύϯϓճ਺ɼॎ࣠͸֬཰ θjk

! ্ஈࠨ͸ γ = 1.0,β = 2.0, p = 0.15ͷͱ͖ͷ θjk ͱ 1− θjk
! ্ஈӈ͸ β = 2.0, p = 0.15ͱݻఆͨ͠ͱ͖ͷ γ = (0.5, 1.0, 1.5)ͷ
ҧ͍

! Լஈࠨ͸ γ = 1.0, p = 0.15ͱݻఆͨ͠ͱ͖ͷ β = (0.5, 1.0, 2.0)ͷ
ҧ͍

! Լஈӈ͸ γ = 1.0,β = 1.0ͱݻఆͨ͠ͱ͖ͷ p = (0.2, 0.5, 0.8)ͷ
ҧ͍
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ϞσϧԽ 3ɾBARTϞσϧͷϓϨʔτදݱ
ΕΔ͞࡯؍ʹࡍ࣮ j ճ໨ͷߦࢼʹ͓͚Δ k ճ໨ͷܾఆ djk(djk = 0ɿ෩ધ
Λ๲Β·ͤΔɼdjk = 1:ϙΠϯτΛ֫ಘ͢Δ)͸ɼࢀՃऀ͕๲Β·ͤΔ֬
཰Λ θjkɼϙΠϯτΛ֫ಘ͢Δ֬཰Λ θ∗jk = 1− θjk ͱ͢ΔͱɼϕϧψΠ෼
෍Λར༻ͯ͠ҎԼͷΑ͏ʹϞσϧԽ͞ΕΔɻ

djk ∼ Bernoulli(θ∗jk) (29)

2ͭͷ฼਺ͷࣄલ෼෍ʹ͸ 0ΑΓେ͖ͳ஋ΛऔΔ۠ؒͰҰ༷෼෍ΛԾఆɻ

djkθjk

β

ω

γ

p

k :ճ਺

j ߦࢼ:

ਤ. 8: BART ϞσϧͷϓϨʔτදݱ

γ ∼ Uniform(0, uγ)

β ∼ Uniform(0, uβ)

ω = −γ/log(1− p)

θjk =
1

1 + exp{β(k − ω)}
θ∗jk = 1− θjk

djk ∼ Bernoulli(θ∗jk)
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BARTϞσϧద༻ྫ

! 7໊͔ΒσʔλΛऩू͠ɼഁ྾֬཰Λ p = 0.15ͱઃఆͯ͠ ͷߦࢼ30
ɻͨͬߦΛݧ࣮

! େͷύϯϓճ਺͸࠷ 16ճͱͨ͠ɻ
! ෼ੳͰ͸ɼ4ͭͷ࿈࠯Λߏ੒͠ɼ֤࿈࠯Ͱ 5000ճαϯϓϦϯάΛ
࠯͸֤࿈ྔܭ౷ޙࣄɻͨ͠غΛόʔϯΠϯͱͯ͠ഁݸɼ2500ͯͬߦ
ͷόʔϯΠϯޙؒظͷαϯϓϧ Λར༻ͨ͠ɻݸ10000

୯ҰࢀՃऀͷྫͱͯ͠ɼ͋Δ 1໊ͷσʔλΛ෼ੳ͢Δɻ

ද 8: ฼਺ͷਪఆ݁Ռ

EAP post.sd 2.5% 50% 97.5%
γ1 2.553 0.076 2.429 2.544 2.728
β1 1.231 0.256 0.778 1.215 1.776

36 / 47



!"#$% !"#$%
ਤ. 9: ώετάϥϜ (্ஈࠨ)ͱ๲Β·ͤΔ֬཰ θjk(্ஈӈ)

୯ҰࢀՃऀͷྫͱͯ͠ɼ͋Δ 1໊ͷσʔλΛ෼ੳ͢Δɻ
ਤ ͸ύϯϓճ਺ͷώετάϥϜΛɼਤʹࠨ9 9ӈʹ͸ɼਪఆ͞Εͨ฼਺ͷ
Λར༻ͯ͠ඳ͍ͨ෩ધΛ๲Β·ͤΔ֬཰ۉฏޙࣄ θjk Λࣔͨ͠ɻਤ 9ӈΛ
গͯ͠ݮΔͱɼ12ճ໨·Ͱ͸΄ͱΜͲ֬཰͸มΘΓ·ͤΜ͕ɼͦΕҎ߱ݟ
͍Δ͜ͱ͕෼͔Δɻ࠷େͷύϯϓճ਺͕ 16ճͳͷͰɼൺֱతϦεΫςΠ
Ωϯά޲܏ͷࢀ͍ߴՃऀͰ͋Δͱ͑ߟΒΕΔɻ
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ద༻ྫ 2ɿ7ਓͷσʔλʹର͢Δ BARTϞσϧͷద༻
֊૚ϞσϧΛར༻͠ɼݸਓผͷϦεΫςΠΩϯά޲܏ γi ͱߦಈҰ؏ੑ βi Λਪఆɻ
γi ͱ βi ͷࣄલ෼෍ʹ͸ͦΕͧΕਖ਼ن෼෍ΛԾఆͨ͠ɻ

dijkθijk

βi

ωi

γi

p

µγ σγ µβ σβ

k :ճ਺

j ߦࢼ:

i Ճऀࢀ:

ਤ. 10: ֊૚ BARTϞσϧͷϓϨʔτදݱ

µγ ∼ Uniform(0, 10)

σγ ∼ Uniform(0, 10)

µβ ∼ Uniform(0, 10)

σβ ∼ Uniform(0, 10)

γi ∼ N(µγ ,σ
2
γ)

βi ∼ N(µβ ,σ
2
β)

ωi = −γi/log(1− p)

θijk =
1

1 + exp{βi(k − ωi)}
θ∗ijk = 1− θijk

dijk ∼ Bernoulli(θ∗ijk)
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ද 9: ฼਺ͷਪఆ݁Ռ

EAP post.sd 2.5% 97.5% EAP post.sd 2.5% 97.5%
γ1 2.572 0.071 2.436 2.717 β1 1.086 0.151 0.845 1.439
γ2 2.493 0.072 2.364 2.648 β2 1.025 0.132 0.771 1.300
γ3 2.582 0.073 2.451 2.738 β3 0.998 0.126 0.745 1.260
γ4 3.531 0.137 3.305 3.830 β4 1.080 0.175 0.793 1.505
γ5 2.312 0.063 2.200 2.455 β5 1.092 0.149 0.855 1.442
γ6 2.188 0.089 2.037 2.398 β6 0.916 0.137 0.626 1.169
γ7 2.126 0.061 2.012 2.254 β7 1.080 0.140 0.844 1.395
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ਤ. 11: ਪఆ஋͔Β͞ࢉܭΕΔ֬཰

ਪఆ஋ΑΓɼ࠷΋ϦεΫςΠΩϯά޲܏ͷࢀ͍ߴՃऀ͸ࢀՃऀ 4Ͱ͋Γɼ
΋ͬͱ΋௿͍ࢀՃऀ͸ࢀՃऀ 7Ͱ͋Δ͜ͱ͕෼͔Δɻਤ 11ʹ͓͍ͯ΋ɼ
Ճऀࢀ 7ͷۂઢ (7)͕Ұ൪ࠨʹ͋Γɼ10ճΛ௒͑ͨลΓ͔Β෩ધΛ๲Β·
ͤΔ֬཰͕ݮগ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕෼͔Δɻ
ҰํɼࢀՃऀ 4ͷۂઢ (4)͸Ұ൪ӈʹ͋ΓɼଞͷࢀՃऀͱେ͖͘཭Ε͍ͯ
Δɻ࠷େճ਺ͷ 16ճΛ௒͑ͯ΋֬཰͕ݮগ͍ͯ͠ͳ͍͜ͱ͔Βɼ͜ͷ࣮
෩ધ͕ഁ྾͓ͯ͠ΓɼϦεΫΛ๯͍͓ͯ͠ʹߦࢼ͸΄ͱΜͲͷ͍͓ͯʹݧ
ͯͰ΋ϙΠϯτΛ֫ಘ͠Α͏ͱ͢Δ͕͋޲܏Δͱ͑ߟΒΕΔɻ
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! ϦϯΫؔ਺Λར༻͢Δ͜ͱͰɼ༷ʑͳ෼෍Ϟσϧͷ฼਺ʹରͯ͠ઢܗ
଄ΛԾఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻߏ

! ϓϨʔτදݱΛར༻͢Δ͜ͱͰɼϕΠδΞϯϞσϧͷσʔλੜ੒աఔ
Λ֮ࢹతʹදݱՄೳͰ͋Δɻ

! BARTϞσϧΛར༻͢Δ͜ͱͰɼࢀՃऀͷߦಈͷҰ؏ੑ΍ϦεΫςΠ
Ωϯά޲܏ΛݸਓࠩΛ౿·͑ͯਪଌ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
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ϕϧψΠɾϩδοτϦϯΫ

data{
int<lower=0> N;
real edu[N];
int<lower=0> y[N];

}
parameters{

real b;
real a;

}
model{

for(i in 1:N){ #Լ ͸ಉ౳ݱͷදߦ2
#y[i] ~ bernoulli(inv_logit(b + a * edu[i]));
y[i] ~ bernoulli_logit(b + a * edu[i]);

}
}
generated quantities{

## ϞσϧൺֱΛࡍ͏ߦʹར༻͢Δม਺
real log_lik[N];
for(i in 1:N)

log_lik[i] = bernoulli_logit_lpmf(y[i]|b + a * edu[i]);
}
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ϙΞιϯɾର਺ϦϯΫ

data{
int<lower=0> N;
int<lower=0> y[N];
real age[N];
real treat[N];

}
parameters{

real b;
real a1;
real a2;

}
model{

for(i in 1:N){
y[i] ~ poisson_log(b + a1*age[i] + a2*treat[i]);

}
}
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ෛͷ 2߲ɾର਺ϦϯΫ

data {
int<lower=0> N;
int<lower=0> y[N];
real<lower=0> x1[N];
real<lower=0> x2[N];
real<lower=0> x3[N];

}
parameters {

real<lower=0> phi;
real b;
real a1;
real a2;
real a3;

}
model {

for(i in 1:N){
y[i] ~ neg_binomial_2_log(b+a1*x1[i]+a2*x2[i]+a3*x3[i], phi);

}
}
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BARTϞσϧʢద༻ྫ 1ʣ

data {
int<lower=1> ntrials;
int<lower=1> maxpump;
vector<lower=0,upper=1>[ntrials] p;
int<lower=1> options[ntrials];
int d[ntrials,maxpump];

}
parameters {

real<lower=0,upper=10> gamma;
real<lower=0,upper=10> beta;

}
transformed parameters {

vector<lower=0>[ntrials] omega;
for(j in 1:ntrials){ omega[j] = -gamma / log1m(p[j]); }

}
model {

for (j in 1:ntrials) {
for (k in 1:options[j]) {

real theta;
theta = 1 - inv_logit(-beta * (k - omega[j]));
d[j,k] ~ bernoulli(theta);

}
}

}
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BARTϞσϧʢద༻ྫ 2ʣ

data {
int<lower=1> N;
int<lower=1> ntrials;
int<lower=1> maxpump;
vector<lower=0,upper=1>[ntrials] p;
int<lower=1> options[N,ntrials];
int d[ntrials,maxpump,N];

}
parameters {

vector<lower=0,upper=10>[N] gamma;
vector<lower=0,upper=10>[N] beta;
real mu_g;
real<lower=0> sigma_g;
real mu_b;
real<lower=0> sigma_b;

}
# ͷεϥΠυʹଓ࣍͘
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transformed parameters {
vector<lower=0>[ntrials] omega[N];
for(i in 1:N){

for(j in 1:ntrials){
omega[i,j] = -gamma[i] / log1m(p[j]);

}
}

}
model {

for(i in 1:N){
for (j in 1:ntrials) {

for (k in 1:options[i,j]) {
real theta;
theta = 1 - inv_logit(-beta[i] * (k - omega[i,j]));
d[j][k,i] ~ bernoulli(theta);

}
}

}
gamma ~ normal(mu_g,sigma_g);
beta ~ normal(mu_b,sigma_b);

}
#͜͜·Ͱ
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信号検出理論・トピックモデル 

早稲田大学 グローバルエデュケーションセンター 

久保 沙織 



1 

信号検出理論 



信号検出理論 

• 刺激の有無を判断する実験（Yes-No課題）に
おいて，刺激を正しく判別する検出力を測定
するために用いられる 
 
【適用場面】 
9単語・非単語識別課題 
9スクリーニング検査の精度 
 

 
 

2 



N分布とSN分布 

 
 
 
 

• それぞれの反応が得られる確率は？ 
⇒ ノイズ分布（noise distribution; N分布）と 
信号+ノイズ分布（signal-plus-noise 
distribution; SN分布）という2つの分布を仮定 
 

3 

反応 / 刺激 あり なし 
Yes ヒット 

(hit) 
誤警報 

(false alarm) 
No ミス 

(miss) 
正棄却 

(correct rejection) 



等分散を仮定した信号検出理論のモデル 

• N分布とSN分布にはそれぞ正規分布を仮定
し，それらの分散は等しいとする（equal-
variance Gaussian SDT, Lee(2008)） 

4 

N分布 

SN分布 

ノイズのみ 

ノイズ+刺激 

心的感覚 



等分散を仮定した信号検出理論のモデル 

• M0：N分布における心的感覚の平均 
• M1：SN分布における心的感覚の平均 
• M0とM1の差は刺激の強度に応じて変化 

5 M1 

M0 

N分布 

SN分布 

ノイズのみ 

ノイズ+刺激 



等分散を仮定した信号検出理論のモデル 

• 実験参加者は心的感覚がある一定の値以上
となったときに刺激がある(Yes)と判断する 

• k：Yesと反応するか否かの判断基準の位置 

6 

ミス 

誤警報 正棄却 

ヒット 
M1 

M0 

k 

N分布 

SN分布 

ノイズのみ 

ノイズ+刺激 



信号検出力 

• 信号検出力d： 
 （sは両分布に共通の標準偏差） 
• N分布に標準正規分布N(0,1)を仮定すると，

M0 =1，s=0 
⇒  

• dは刺激の強度と感覚系の特性によって決ま
り，判断基準の位置kとは独立 

7 



反応バイアス 

• 反応バイアスc： 
• k = d/2のときc=0 
⇒ヒットの確率=正棄却の確率 
    誤警報の確率=ミスの確率 

8 

k k M1 0 0 M1 

d d 

d/2 d/2 

c > 0 c < 0 

Yesと反応 
しやすい 

Noと反応 
しやすい 



モデル1：非階層モデル 
• nS：刺激あり試行の数（ヒット+ミス） 
• nN：刺激なし試行の数（誤警報+正棄却） 
• h：ヒットの度数 
• f：誤警報の度数 

9 



モデル2：階層モデル 
• 信号検出力dと反応バイアスcが個人ごとに異
なることを表現 

10 

nSとnNはそれぞれすべての実験
参加者を通して同じとする 



実験 
1. 学習課題 
実験参加者に，合計60個の単語を呈示し，できるだけ多
くの単語を記憶するよう教示。単語は，15単語から成る4
つのリストに分けて順番に呈示し，各リストの学習時間は
30秒とした。 
単語リストは，星野(2002)，堀田(2007)，宮地・山(2002)
の実験刺激を参考にして作成し，リストの呈示順序を実
験参加者ごとにランダムに変更した。 

2. 再認課題 
学習課題の直後，実験参加者に48単語が12×4の配列
で記載された用紙を渡し，学習段階で見たと思う単語す
べてに丸を付けるよう教示。 
再認課題において呈示された単語の半分は学習段階で
呈示した中に含まれる単語(Old)，残り半分は新規な単
語(New)であったが，この比率は実験参加者には知らせ
ていない。 11 



実験結果（全体のクロス集計表） 

              実験参加者7名の反応の合計（nS=nN=168） 

 
 
 

 

12 

反応 / 刺激 Old New 
Yes 109  

（ヒット） 
15 

（誤警報） 
No 59 

（ミス） 
153 

（正棄却） 

このデータにモデル1を適用 
 



分析結果1 

13 



実験結果（個人のクロス集計表） 

       実験参加者5の反応     実験参加者6の反応 

14 

反応 / 刺激 Old New 
Yes 10  

（ヒット） 
2 

（誤警報） 
No 14 

（ミス） 
22 

（正棄却） 

反応 / 刺激 Old New 
Yes 20  

（ヒット） 
4 

（誤警報） 
No 4 

（ミス） 
20 

（正棄却） 

これら個人のデータにモデル2を適用 
 



分析結果2 

15 



トピックモデル 

16 



トピックモデル 

• 文書データを定量的に分析し，そこに潜む意
味をとらえることを目的とした分析手法 

• トピックとは，文書の主題・テーマなどのこと 
• 各文書が複数のトピックを持つと仮定 

 
【適用場面】 
9アンケートの自由記述の分析 
9インタビューデータの分析 
 17 



文書のデータ化 

• 文書における単語の出現順序にはとらわれ
ずに，文書ごとに，どのような単語が何回使
われているかを整理する 

• D：全文書数 
• Nd：d番目の文書に含まれる単語数 
• N：文書全体に含まれる単語の総数 

 
• V：文書全体に含まれる単語の種類 

  （Nから重複を除いた数） 
 
 

18 



文書のデータ化 

• 各文書を構成する単語： 
 
wdn：d(=1,…, D)番目の文書のn(=1, …, Nd)番目の
単語 

• D個の文書の集合： 
 
 
 

19 



文書生成過程 

①文書ごとに異なるトピック混合比率（トピック
分布）に従って各単語の潜在的なトピックzdnが
選択される 
②トピックごとに異なる単語出現確率分布（単
語分布）に従って単語wdnが生成される 
→文書全体が完成 
 
• トピックを潜在変数として扱い，トピックの数K
は分析者が与える 

• zdn：単語wdnに対応する潜在変数 
 

 

20 



潜在ディリクレ配分 

• トピック分布の事前分布としてディリクレ分布
(Dirichlet distribution) を仮定し，ベイズ推定
する手法のことを潜在ディリクレ配分(Latent 
Dirichlet Allocation, LDA; Blei, Ng & Jordan 
(2003))モデルとよぶ 

 

21 



LDAによるトピックモデル 

•                                                           ：文書dにおけるK個のト
ピックの混合比率 

•                                                           ：トピックkにおけるV種類
の単語の出現確率 

22 



カテゴリカル分布(Murphy, 2012) 

• 値がkとなる確率がθkであるK種類の離散値
のうち1つの値が生じるような試行を1回行っ
たときの結果が従う確率分布 
 
 
 
ただし， 
 

• カテゴリカル分布の母数θの事前分布として
一般的に用いられるのがディリクレ分布 

23 



ディリクレ分布 

 
 
 
 
 
 
 
ただし， 

24 



ディリクレ分布 
• K=3のとき，ディリクレ分布に従う確率変数は，
θ1=(1,0,0)，θ2=(0,1,0)，θ3=(0,0,1)を頂点とする三角
形内の点として表される 

25 

θ1 θ2

θ3
α1=1
α2=1
α3=1

θ1 θ2

θ3
α1=10
α2=10
α3=10

θ1 θ2

θ3
α1=0.1
α2=0.1
α3=0.1

θ1 θ2

θ3
α1=1
α2=1
α3=8

θ1 θ2

θ3
α1=6
α2=3
α3=1

θ1 θ2

θ3
α1=0.6
α2=0.3
α3=0.1



分析例 

• 米国のAP通信(Associated Press)の記事デー
タにLDAによるトピックモデルを適用 

• Rのパッケージtopicmodelsに含まれるデータ
AssociatedPressより，100文書をランダム抽出
して利用した 

• 全文書数D=100，重複のない単語の種類
V=10473 

• トピック数はK=4として分析を実行 
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データファイル 
K<-4      #トピック数 
V<-10473  #単語の種類 
D<-100    #文書数 
N<-13131  #データサイズ 
wordID<- 
c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,・・・,2750,742,4954,1795,213, 
  3590,564,218,392,830) 
freq<-c(1,2,2,1,1,1,1,1,1,2,・・・,2,1,1,1,1,1,1,1,1,2) 
docID<-c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,・・・,100,100,100,100,100, 
        100,100,100,100,100) 
alpha<-rep(1, 4)      #トピック分布の事前分布 
beta<-rep(0.5, 10473) #単語分布の事前分布 
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Stanコード 
parameters { 
  simplex[K] theta[D]; 
  simplex[V] phi[K]; 
} 
model { 
  for (d in 1:D)   
    theta[d] ~ dirichlet(alpha); 
  for (k in 1:K)   
    phi[k] ~ dirichlet(beta); 
  for (n in 1:N) { 
    real gamma[K]; 
     for (k in 1:K)  
       gamma[k] = log(theta[doc[n],k]) + log(phi[k,w[n]]); 
    target += Freq[n]*log_sum_exp(gamma); 
  } 
} 

28 

トピックは潜在変数であり，本来
zdnも母数としてサンプリングする
必要があるが，StanのHMCでは
離散変数のサンプリングが不可 
⇒ target +=の右辺にモデル
の対数尤度 

simplex[K] theta[D] 
 
によって， 
 
を満たす変数を定義 



対数尤度 

• 事後分布 

29 

尤度 

対数尤度 



分析結果（単語分布） 

各トピックの出現確率上位5番目までの単語 
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米国のチケット電話 
予約システム 

企業による所得税
の確定申告 



分析結果（トピック分布） 

各文書のトピック分布 
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付録 
（Stanコード） 
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�信号検出理論モデル1（非階層モデル） 
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parameters { 
  real d; 
  real c; 
}  
transformed parameters { 
  real<lower=0,upper=1> thetah; 
  real<lower=0,upper=1> thetaf; 
   
    thetah = Phi(d / 2 - c); 
    thetaf = Phi(-d / 2 - c); 
} 
model { 
  d ~ normal(0, sqrt(2)); 
  c ~ normal(0, inv_sqrt(2)); 
  h ~ binomial(s, thetah); 
  f ~ binomial(n, thetaf); 
} 

data {  
  int<lower=0> h; 
  int<lower=0> f; 
  int<lower=0> MI; 
  int<lower=0> CR; 
} 
transformed data{ 
  int<lower=0> s; 
  int<lower=0> n; 
  s = h + MI; 
  n = f + CR;  
} 



�信号検出理論モデル2（階層モデル） 
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data {  
  int<lower=1> k; 
  int<lower=0> h[k]; 
  int<lower=0> f[k]; 
  int<lower=0> s; 
  int<lower=0> n; 
} 
parameters { 
  vector[k] d; 
  vector[k] c; 
  real mud; 
  real muc; 
  real<lower=0> 
sigmad; 
  real<lower=0> 
sigmac; 
}  

transformed parameters { 
  real<lower=0,upper=1> thetah[k]; 
  real<lower=0,upper=1> thetaf[k]; 
   
  for(i in 1:k) { 
    thetah[i] = Phi(d[i] / 2 - c[i]); 
    thetaf[i] = Phi(-d[i] / 2 - c[i]); 
  } 
} 
model { 
  mud ~ normal(0, sqrt(1000)); 
  muc ~ normal(0, sqrt(1000)); 
   
  d ~ normal(mud, sigmad); 
  c ~ normal(muc, sigmac); 
  h ~ binomial(s, thetah); 
  f ~ binomial(n, thetaf); 
} 
 
 



�トピックモデル 
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model { 
  for (d in 1:D)   
    theta[d] ~ dirichlet(alpha); 
  for (k in 1:K)   
    phi[k] ~ dirichlet(beta); 
  for (n in 1:N) { 
    real gamma[K]; 
     for (k in 1:K)  
       gamma[k] = log(theta[doc[n],k]) 
                  + log(phi[k,w[n]]); 
    target += Freq[n]*log_sum_exp(gamma); 
  } 
} 
 
 
 
 
 

data { 
  int<lower=2> K; 
  int<lower=2> V; 
  int<lower=1> D; 
  int<lower=1> N; 
  int<lower=1,upper=V> w[N]; 
  int<lower=1> Freq[N]; 
  int<lower=1,upper=D> doc[N]; 
  vector<lower=0>[K] alpha; 
  vector<lower=0>[V] beta; 
} 
parameters { 
  simplex[K] theta[D]; 
  simplex[V] phi[K]; 
} 



隠れマルコフモデル 
(汎用的解析ツール) 

& 
アイオワ・ギャンブリング課題 

(心理モデル) 

早稲田大学 大学院  
長尾圭一郎 
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隠れマルコフモデル 
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1. 隠れマルコフモデル 

• 「女心と秋の空」・・・ 
• 男性は女性が自分のことをどう思っているのかを女性
の服装や仕草から推察するのでは 

• 「ボディタッチ」 ⇒ 「自分に好意がある」 
• 「髪型を気にしている」 
   ⇒「自分のことが少し気になっている」 
• 「スマートフォンを頻繁に使用している」 
   ⇒「自分に興味がない」と解釈 
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• 男性の推察方法と似た統計手法が隠れマルコフモ
デル(hidden Markov model,HMM) 

• 遷移する潜在変数の状態によって，観測される事象
の確率分布が異なる確率モデルを表現 

• 直接観測することができない潜在変数の状態を推
測できる 

• 心理学の分野でも応用できる(ex. 臨床系，マーケ
ティング) 
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1.1  マルコフ連鎖 
• 時間とともに変化する確率変数，あるいは現象のこ
とを確率過程といい，時点を表す添え字𝜏(=
1,… , 𝑇)を用いて𝑍 𝜏 と表す 

• 𝑍 𝜏 の条件付き確率が直前の状態にのみ依存する
確率過程を，特にマルコフ連鎖という 

• マルコフ連鎖𝑍 𝜏 = {𝑞1, … , 𝑞𝐾}がとりうる状態𝐾個
のうち，状態𝑞𝑖から状態𝑞𝑗へ移る条件付確率を遷移
確率といい，𝑎𝑖𝑗で表す 
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• 冒頭の例でいえば，𝐾 = 3であり，「𝑞1：自分に好
意がある」から「𝑞3：自分に興味がない」に遷移
する確率は𝑎13と表される 

• 遷移核：遷移確率を要素に持つ行列𝐴 
 
 
 
 
 
 

図1.1:マルコフ連鎖における
状態遷移図  

行：状態𝑞𝑖  
 

列：状態𝑞𝑗 
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隠れマルコフモデルとは 
• 潜在変数であるマルコフ連鎖の各状態において，確
率変数である出力を備えたモデル 

• 冒頭の例だと，「女性の心情」が潜在変数𝑍 𝜏 ，「服
装や仕草」が出力𝑋 𝜏  

 
 
 
 

図1.2:隠れマルコフモデルの
状態空間モデル 

7 

状態遷移系列： 𝑍 𝜏 の系列 
出力系列： 𝑋 𝜏 の系列 



• 𝑋 𝜏 = {𝑜1, … 𝑜𝑀}のように，出力の結果が𝑀個に限
られるとき，状態𝑞𝑗から出力𝑜𝑙が得られる確率を出
力確率といい，𝑏𝑗𝑙で表す 

• 出力確率行列: 出力確率を要素にもつ行列𝐵 

 
 
 

• モデルの同時確率は以下 

 
 
 

行：状態𝑞𝑗 
 

列：出力𝑜𝑙 
 

(1.1) 
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夕飯問題 
• 結婚しても共働きのYさんは働いた後に夕飯の用意をせね
ばならず，大変! 

• 夫のWさんは，Yさんのその日の疲労感によって，夕飯への
手間の掛けようが違うと感じていた 

• WさんはYさんの仕事後の疲労感を「 𝑞1 :とても疲れている」，
「 𝑞2:やや疲れている」，「 𝑞3:あまり疲れていない」で評価 

• Yさんが用意する夕飯はおおまかに「𝑜1:出来合い物」，「 𝑜2:
鍋」，「 𝑜3:炒め物」，「 𝑜4:揚げ物」，「 𝑜5:カレー・シチュー」
「 𝑜6:ハンバーグ」のどれか 

• 30日間の夕食のデータから，以下のRQを考える 
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• RQ.1 1ヶ月間のデータから推測されるYさんが
「𝑞1：とても疲れている」ときに「𝑜1：出来合い物」を
用意する確率はどれくらいでしょう? 

• RQ.2 20日目はYさんが会社でプレゼンを行った日
でした。この日，Yさんの疲労感はどの状態であっ
たでしょうか? 
 
 
 
 
 

表1.1:Yさんの仕事後の夕飯に関するデータ  

注：最初の10日間に関しては，WさんがYさんにその日の疲労感を何気なく聞いています。 
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1.2 教師あり学習モデル 
• 全ての出力系列に関して，状態遷移系列が明らかで
ある場合 

• 単にマルコフモデルという 
• 確率モデルはカテゴリカル分布を用いて記述される 

 
 

• 𝒂𝑖は遷移核𝐴において𝑍 𝜏−1 = 𝑞𝑖であるときの遷移確
率ベクトル，𝒃𝑗は出力確率行列𝐵において，𝑍 𝜏 = 𝑞𝑗
であるときの出力確率ベクトル 

• 確率ベクトルの事前分布にはディリクレ分布を仮定 
 
 
 
 
 
 
 

 

(1.2) 

(1.3) 
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1.3 前向きアルゴリズム 
• 状態系列が未知である出力データから，遷移核と出
力確率行列を推定する 

• このために，(1.1)式を潜在変数𝑍 𝜏 に関して周辺化
する方法として前向きアルゴリズム(forward 
algorighm)がある 

• 出力系列𝑥 1 ,…,𝑥 𝜏 を出力して，時点τで状態𝑞𝑗に
到達する確率として 
 

 を定義し，これを前向き確率とよぶ 
 
 
 
 

(1.4) 
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1.  𝛼𝑖1 については初期確率𝜋𝑖を用いて，以下のよう
に初期化する 
 

2. 前向き確率𝛼𝑗𝜏 は以下の式で求められる 

 
 

3. 状態遷移系列が観測できない出力系列について
の同時確率は以下のように求められる 

 
 

 
 
 
 
 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

前向きアルゴリズム 
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1.4 半教師あり学習モデル 
• 隠れマルコフモデルは完全な教師なしモデルとして
母数の推定を行うことも可能 

• 事後分布が多峰となることが多く，推定が不安定に
なる 

• 状態遷移系列が明らかであるデータ(1日～10日)に
関して(1.2)式を仮定し，残りのデータについて，前
向きアルゴリズムを利用 
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RQ.1への回答 

• Yさんは「とても疲れている」ときに「出来合い物」を
用意する傾向がある 
 
 
 
 

• WさんはYさんが「やや疲れている」翌日は，代わり
に夕飯の準備をすれば夫婦円満! 
 
 

表1.2:出力確率のEAP  
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表1.3:遷移確率のEAP  



1.5 ビタビ・アルゴリズム 
• 与えられた観測系列に対し，潜在変数の状態の最
も確からしい系列を求める方法 

• 出力系列𝑥 1 ,…,𝑥 𝜏 を生成して，時点τで状態𝑞𝑗に
到達する状態遷移系列は複数存在する 

• このうち，最大の確率を与えるものだけを記憶すれ
ばよい 

• 時点τで状態𝑞𝑗に到達する状態系列に関して，最大
の確率値を𝜁𝑗𝜏 で表す 
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(1.8) 



1.  𝜁𝑗𝜏 は以下のように計算する 

 

2. 状態系列を復元するために，最大の確率値𝜁𝑗𝜏 を与え
る直前の状態𝑞𝑖も同時に記憶 
 

3. 各状態𝑞𝑖について，𝜁𝑖 1 と𝜓𝑖1 は以下のように初期化 
 

4. 最後に，再帰計算を終了し，最適状態系列を復元する 
 

 
 
 
 
 
 

(1.9) 

(1.10) 
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(1.16) 

(1.11) 

ビタビ・アルゴリズム 



ベイズならでは  
• 生成量を定義し，3つの研究仮説「20日目のYさんの
疲労感は「𝑞1：とても疲れている」であった， 「𝑞2：やや
疲れている」であった， 「𝑞3：あまり疲れていない」で
あった」が成り立つ確率を求める 

 
 
 
 
 
 
 

(1.12) 
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RQ.2への回答 

• 半教師あり学習モデルにビタビ・アルゴリズムを組
み込んだモデルで推定 

• プレゼン後のYさんは少なくとも疲労状態にあった 

 

表1.3:研究仮説が正しい確率  
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アイオワ・ギャンブリング課題 
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2. アイオワ・ギャンブリング課題(IGT) 
• ギャンブルにおいて，人々は利益の最大化を目的と
する 

• ある程度経験を積むことで，利益の最大化に対する
方略が決定し，探索行動は少なくなる 

• このような意思決定のプロセスを評価する心理実験
の一つがアイオワ・ギャンブリング課題(Iowa 
Gambling Tasks, IGT)  
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2.1  IGTとは 
• 実験参加者は4つのカードのデッキ(A～D)から，
カードを1枚引く試行を繰り返し行う 

• カードの裏には報酬額と損失額が記載されており，
それらの額と出現頻度は違う 

• 参加者は純利益を最大化するよう教示される 

図2.1:実験イメージ 22 



• 健常群と比較して，アスペルガー症候群やコカ
イン中毒者といった臨床群ではこの方略を獲得
する能力が低い(Wetzels et al. (2010)) 

• IGTは様々な臨床群における意思決定能力の欠
如の度合いを評価するため用いられる 

 
 

表2.1:デッキの性質 

AとBのデッキを避け，CとDのデッキを選択することが望まれる！ 
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2.2  期待数価モデル 

• IGTにおける意思決定を評価するモデル 
• 過去の試行に対する強化学習のプロセスを表現 
• Busemeyer & Stout(2002)を端緒に発展 
• 3つの心理学的なステップを通してデッキの選択が
行われていると仮定 

 

期待数価モデルの他に， 
効用関数を用いたモデルも 
あります。 
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ステップ① 
• 実験参加者は試行𝑡で得られた得失の数価𝑣(𝑡)を評
価 

• 𝑣(𝑡)は試行𝑡において経験した報酬𝑅(𝑡)と損失𝐿(𝑡)の
重み付き関数として表現される 
 

• 母数𝑤 0,1 ：損失𝐿(𝑡)に対する注意の度合い 
• 𝑤の値が高い参加者は損失を軽視する傾向 

 
 
 
 

(2.1) 

ギャンブラーはこれに
該当！ 
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ステップ② 
• 得失の数価𝑣 𝑡 から，次の試行𝑡 + 1でデッキ𝑘から
得られる期待数価𝐸𝑣𝑘

𝑡+1
を評価 

 
 

• 母数𝑎 0,1 ：1つ前の試行で得られた数価に対する
注意の度合い(更新比率) 

• 𝑎の値が高い参加者はそれまでに得られた経験の
蓄積を軽視する傾向 

 
 
 
 
 

(2.2) 

忘れっぽいのかな? 
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ステップ③ 

• 試行𝑡におけるデッキ𝑘の選択を確率変数𝑌 𝑡

とおき，その選択確率をsoftmax関数で表現 
 
 

• θ 𝑡 (0, ∞)：期待数価を重視する度合い，0に
近づくほどデッキの選択はランダムになる 

 
 

(2.3) 
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ステップ③ 
• θ 𝑡 には以下の変換を採用 

 
• 母数𝑐 −∞,∞ ：参加者の選択に対する一貫性 
• 𝑐 > 0のとき，初期の試行において探索行動が多く，
試行を重ねるごとに期待数価を重視 

• 実際に観察される試行𝑡におけるデッキの選択𝑦 𝑡

はカテゴリカル分布を用いてモデル化 
 
 
 
 
 

(2.4) 

(2.5) 
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2.3  個人データの分析 
表2.2：個人データ 

図2.2：個人データのプレート表現 29 



分析結果 

表2.3:母数のEAP 

・損失に対して寛容 

・試行を重ねるごとに期待数価を重視する傾向はない 
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• 初期の試行において，デッキBを選択 
• 徐々にデッキDに移行 

31 

図2.3：デッキの選択確率の推移 



2.4  階層モデルの適用 

• 複数参加者の分析には階層ベイズモデルが適用さ
れる 

• 階層モデルでは実験参加者を表す添え字𝑖を用いて，
𝑤𝑖, 𝑎𝑖, 𝑐𝑖と表現し，各母数がさらにそれぞれ母数が
未知である事前分布から発生するモデルを考える 
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• 心理学的な特性値𝑤𝑖, 𝑎𝑖, 𝑐𝑖は参加者間で正規分布
していると仮定 

• これらの特性値の定義域は異なるため，まず，未
知の平均ベクトルと共分散行列を持つ3変量正規
分布から𝜹を発生させる 
 

図2.4:階層モデルのプレート表現 

(2.6) 
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• 𝑤𝑖と𝑎𝑖に関しては𝜹の要素である𝛿1, 𝛿2を正規累積
変換し，𝑐𝑖は𝛿3の値を用い，前述の定義域を踏襲 
 
 

• 平均ベクトル𝝁の各要素と共分散行列𝜮にはそれぞ
れ正規分布と逆ウィシャート分布を事前分布として
仮定 
 

• 共分散行列𝜮から𝑤𝑖, 𝑎𝑖, 𝑐𝑖に関する相関行列𝑹を生
成し，母数の相関関係を検証 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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分析結果 
表2.4:母数のEAP 

・「損失への注意」と「更新比率」に関して，1番と7番は対照的 

・更新比率は皆優秀! 
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表2.5:相関行列𝑹のEAP 

中程度の正の相関 ⇒前述の分析の結果を裏付ける 
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付録 
Stanコード 
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★隠れマルコフモデル 
(半教師あり学習モデル+ビタビ・アルゴリズム) 
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★IGT期待数価モデル 
(階層モデル) 
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階層ベイズ法による二項分布モデル  
とベータ二項分布モデル

早稲田大学大学院　文学研究科　吉上諒



発表の流れ
・心理学領域における有用性 
・母比率の異質性について 
・異質性を考慮した二項分布モデル 
・待機児童データへの適応 
・ベータ二項分布モデル 
・ネズミの胎児死亡データへの適応



心理学領域における有用性
・観測対象全体に対する特定のカテゴリ
に属する観測対象の比率 
（例）日本人全体に対するうつ病患者の比率

・観測対象の属性 
（例）日本人全体に対する職業別うつ病患者の比率

＋

観測対象の属性を考慮したモデリングが可能に。



母比率の異質性
図１　フリースローのゴール数のデータ　※人工データ

人数：100名（i=100）　フリースロー回数：10回（n=10）

・二項分布を仮定した際の成功回数の期待値と分散

・データから計算される期待値と分散の予測値

=2.48



母比率の異質性
図２　予測値と実測値の比較

分散の予測値　　約2.48 
実際の標本分散　約12.75

・二項分布を仮定した場合の分散の予測値と 
比べて、実際のデータから求められる標本分散 
は約5.14倍も大きい。これを過分散という。

成功確率（母比率）が観測対象ごとに変わらないと仮定する 
二項分布モデルではデータを適切に表現できない（図２）



異質性を考慮した二項分布モデル
階層ベイズモデルを利用し、二項分布の母比率に 
ベータ分布を仮定したモデル

図３　母数の変化させた場合の 
　　　ベータ分布の密度関数ベータ分布の確率密度関数

ベータ分布に従う確率変数の期待値と分散



異質性を考慮した二項分布モデル
サンプリングの安定性を考慮し、Gelman, Carlin, Stern& 
Rubin(2015,110-111) ベータ分布の母数の再母数化を行い、 
κに母数(0.1 1.5)のパレート分布を仮定する。



待機児童データへの適応
図４　各都道府県の待機児童データ

図５　プレート図 都道府県全体の平均待機児童率と 
各都道府県の待機児童率を求め、 
双方の大きさを比較する。



待機児童データへの適応
図６　分析結果



待機児童データへの適応
図７　都道府県全体の平均と各都道府県の待機児童率の比較

都道府県ごとの待機児童率の異質性を考慮できている。



ベータ二項分布モデル
ベータ二項分布を利用し、二項分布の母比率の 
異質性を考慮したモデル

ベータ二項分布の確率密度関数

先のモデルと異なり、ベータ二項分布においては 
二項分布の母比率を母数としない。



ネズミの胎児死亡データへの適応
図８　ネズミの胎児死亡データ

鉄欠乏のネズミに関して、（ヘモグロビンレベル、妊娠数、胎児死亡数） 
をまとめたデータ。ヘモグロビンレベルは個体によって異なる。 
またネズミは以下の３群に分けられ、それぞれ３週間投薬を受けている。 
・第１群　何も投薬をしない（31匹） 
・第２群　初日と７日目に投薬を受ける（5匹） 
・第３群　毎週投薬を受ける（10匹）



ネズミの胎児死亡データへの適応
図９　プレート図



ネズミの胎児死亡データへの適応
・各群の平均死亡率 
・「第１群は第２群に比べて胎児死亡率が大きい」という仮説が正しい確率 
・「第２群は第３群に比べて胎児死亡率が大きい」という仮説が正しい確率

なお仮説の正しい確率を算出するために、以下を定義する。



ネズミの胎児死亡データへの適応
図10　分析結果

・各群の平均死亡率は第１群が0.763、第２群が0.239、第３群が0.165 
　と推定された 
・「第１群は第２群に比べて胎児死亡率が大きい」という仮説は1.00の確率で 
　正しいと言える。 
・「第２群は第３群に比べて胎児死亡率が大きい」という仮説は0.671の確率で 
　正しいと言える。



参考文献
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    基礎からのベイズ統計学-ハミルトニアンモンテカルロ法による 
    実践的入門-朝倉書店.

・厚生労働省 (2014)  保育所関連状況取りまとめ.
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　 の地域差に関する研究:都道府県政令指定都市別による多重比較  
　 総合政策研究,41,29-36.



付録：stanコード①

data{
int<lower=0> N;
int<lower=0> S[N];
int<lower=0> x[N];
}
parameters{
real<lower=0,upper=1> mu;
real<lower=0.01> kap;
real<lower=0,upper=1-0.0001> theta[N];
}
transformed parameters{
real<lower=0> a;
real<lower=0> b;
a = mu * kap;
b = kap - a;
}

model{
kap ~ pareto(0.1,1.5);
for(i in 1:N){
theta[i] ~ beta(a, b);
x[i] ~ binomial(S[i],theta[i]);

}
}
generated quantities{
real sig;
sig = a*b/((a + b)^2*(a + b +1));
}



付録：stanコード
data{
int<lower=0> N1;
int<lower=0> S1[N1];
int<lower=0> x1[N1];
int<lower=0> N2;
int<lower=0> S2[N2];
int<lower=0> x2[N2];
int<lower=0> N3;
int<lower=0> S3[N3];
int<lower=0> x3[N3];
}
transformed data{
real S1_m;
real S2_m;
real S3_m;
S1_m = sum(S1)/N1;
S2_m = sum(S2)/N2;
S3_m = sum(S3)/N3;
}

model{
kap1 ~ pareto(0.1,1.5);
kap2 ~ pareto(0.1,1.5);
kap3 ~ pareto(0.1,1.5);
for(i in 1:N1){

x1[i] ~ beta_binomial(S1[i],a1,b1);
}
for(i in 1:N2){

x2[i] ~ beta_binomial(S2[i],a2,b2);
}
for(i in 1:N3){

x3[i] ~ beta_binomial(S3[i],a3,b3);
}
}
generated quantities{
real eta1;
real eta2;
real U1;
real U2;
real U3;
real gamma;
real omega1;
real omega2;
eta1 = mu1-mu2;
eta2 = mu2-mu3;
U1= int_step(eta1);
U2= int_step(eta2);
U3= U1*U2;
gamma=(mu1*(1-mu3))/(mu3*(1-mu1));
omega1 = S1_m*(a1*b1*(a1+b1+S1_m))/
                 ((a1+b1)^2*(a1+b1+1));
omega2 = S1_m*(a1)/(a1+b1);
}

parameters{
real<lower=0,upper=1> mu1;
real<lower=0.01> kap1;
real<lower=0,upper=1> mu2;
real<lower=0.01> kap2;
real<lower=0,upper=1> mu3;
real<lower=0.01> kap3;
}
transformed parameters{
real<lower=0> a1;
real<lower=0> b1;
real<lower=0> a2;
real<lower=0> b2;
real<lower=0> a3;
real<lower=0> b3;
a1 = mu1 * kap1;
b1 = kap1 - a1;
a2 = mu2 * kap2;
b2 = kap2 - a2;
a3 = mu3 * kap3;
b3 = kap3 - a3;
}



ご静聴ありがとうございました。
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付録：stanコード①

data{
int<lower=0> N;
int<lower=0> S[N];
int<lower=0> x[N];
}
parameters{
real<lower=0,upper=1> mu;
real<lower=0.01> kap;
real<lower=0,upper=1-0.0001> theta[N];
}
transformed parameters{
real<lower=0> a;
real<lower=0> b;
a = mu * kap;
b = kap - a;
}

model{
kap ~ pareto(0.1,1.5);
for(i in 1:N){
theta[i] ~ beta(a, b);
x[i] ~ binomial(S[i],theta[i]);

}
}
generated quantities{
real sig;
sig = a*b/((a + b)^2*(a + b +1));
}



付録：stanコード
data{
int<lower=0> N1;
int<lower=0> S1[N1];
int<lower=0> x1[N1];
int<lower=0> N2;
int<lower=0> S2[N2];
int<lower=0> x2[N2];
int<lower=0> N3;
int<lower=0> S3[N3];
int<lower=0> x3[N3];
}
transformed data{
real S1_m;
real S2_m;
real S3_m;
S1_m = sum(S1)/N1;
S2_m = sum(S2)/N2;
S3_m = sum(S3)/N3;
}

model{
kap1 ~ pareto(0.1,1.5);
kap2 ~ pareto(0.1,1.5);
kap3 ~ pareto(0.1,1.5);
for(i in 1:N1){

x1[i] ~ beta_binomial(S1[i],a1,b1);
}
for(i in 1:N2){

x2[i] ~ beta_binomial(S2[i],a2,b2);
}
for(i in 1:N3){

x3[i] ~ beta_binomial(S3[i],a3,b3);
}
}
generated quantities{
real eta1;
real eta2;
real U1;
real U2;
real U3;
real gamma;
real omega1;
real omega2;
eta1 = mu1-mu2;
eta2 = mu2-mu3;
U1= int_step(eta1);
U2= int_step(eta2);
U3= U1*U2;
gamma=(mu1*(1-mu3))/(mu3*(1-mu1));
omega1 = S1_m*(a1*b1*(a1+b1+S1_m))/
                 ((a1+b1)^2*(a1+b1+1));
omega2 = S1_m*(a1)/(a1+b1);
}

parameters{
real<lower=0,upper=1> mu1;
real<lower=0.01> kap1;
real<lower=0,upper=1> mu2;
real<lower=0.01> kap2;
real<lower=0,upper=1> mu3;
real<lower=0.01> kap3;
}
transformed parameters{
real<lower=0> a1;
real<lower=0> b1;
real<lower=0> a2;
real<lower=0> b2;
real<lower=0> a3;
real<lower=0> b3;
a1 = mu1 * kap1;
b1 = kap1 - a1;
a2 = mu2 * kap2;
b2 = kap2 - a2;
a3 = mu3 * kap3;
b3 = kap3 - a3;
}
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